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Capitolul I
MULTIMEA NUMERELOR REALE

A. ELEMENTE DE TEHNICA MATEMATICA
) 1 ;1 M, A 3
1. Fie x, y numere reale y;tz. Stiind ¢ x-(x—2)=4y-(y—1), aratati cd numarul
="
2y -1

Solutia I:
x-(x=2)=4y-(y-1) & x’ -4y’ -2x+4y=0&(x-2y)(x+2y)-2(x-2y)=0 =

& (x-2y)(x+2y-2)=0=>x-2y=0 sau x+2y-2=0.

este intreg.

i ¥PDaca-x—2p=0=>x6=2y: Atunciil—=£=leZ, pentru y;tl.
2y—-1 2y-1 2
Z2—-190 -2 -1

Syl - (D]

II. Dacd x+2y—-2=0=x=-2y+2. Atunci :—leZ,‘v’y;t%.

In concluzie, dacad sunt verificate conditiile din enunt, numarul z este intreg.

Solutia a Il-a: x-(x—2)=4y(y—]) e -2x=4y"-dyox -22+1=4)"—4y+l
=il Vy¢l<:> 3
2 2y-1

2. Diferenta dintre media aritmetica si media geometricd a numerelor naturale a si b

e{-1; 1}cZ.

= (x—l)2 =(2y—1)2 & lx-1=[2y-1 @’x—_l
2y—1

shsralaakh t 2 :
este 1. Ardtati ca 5 st = sunt patratele a doud numere naturale consecutive.

Solutie: Fie a > b. Atunci “;b—@ﬂ@mb—z\/ﬁ:z@(\/}—ﬁ)z =2 o

eJa-Vb=\2 & Ja=V2+Vb & a=b+2+2J2b & a—b-2=22b.

2

Deoarece a —b—2 € N DJ%EN, deci b=2k’, ke N. Obtinem §=2]2€ =khusi

22b+b+2  2.2k+2K+2

? 2
3. Fie a,b,0,B numere rationale, a >0, b>0. Aratati ca:

a) daca (\/;-I-\/Z)E Q, atunci \/Ze(@ si Jbe Q;
b) daca (\/;—\/Z)e Q, atunci \/;EQ si Jbe Q;

¢) daci (a\/g+[3\/g)e@,atunci Jae Q si Jbe Q.

Solutie: a) \Ja ++/b =a—_b—e Q. Deoarece (a—b)e Q, rezultd (\/;—\/Z)e Q.

T
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(Va+5)-(Ja=F)__

cQsivb= =

b) Procedim ca la punctul a); Ja-b= —a—_b—e Q. Deoarece (a—b)e Q, rezulta
Ja++/b

(\/;-F\/Z)E Q. Din (\/Ei\/g)e Q obtinem Jae Q si Jbe Q.

¢) Distingem urmatoarele situatii:

¢;) <0, B<0. Din a\/;+[3\/3=re Q obtinem —a\/Z—B\/—z—re Q cu—a>0,

— > 0 sau \/32; + \/BT =—re Q. Aplicand a), obtinem \/OE eQ si \/—[3_2; € Q sau

—onae Q si —Bx/ge(@,deunde \/—C;E@ si Jbe Q.

c;) Dacd a>0, >0, atunci «a a+Bx/Z=(\/az—a+\/Ez_l;)eQ. Din a) obtinem
\/Ee Q si \/BZ_Z;EQ sau a\/ge(@ si B\/EE Q. Rezulta \/ZEQ, Jbe Q.

c;) Daci o, p au semne diferite, de exemplu oo > 0, B < 0, atunci
ava +Pp/b = (\/aza —\/BZb)e Q si, aplicand b), deducem vo’a e Q si \p’h € Q sau
avae Q si —B\/Z;EQ. Rezulta \/ZEQ si \/EEQ.

4. Fie a,b,c,0,B,y numere rationale pozitive. Aratati ca:

a) daca (\/2+\/3+\/—c_)e Q, atunci \/E,\/_I;,\/Ze Q;

b) daca (a a+B\/Z+y\[c_)e@,atunci \/E,\/_l;,\/Ze Q.

Solutie: a) Fie r=a +b+c, re Q. Atunci r—e=a++/b si r>Ae.
r’+c—a-b

Obtinem r2—2r\/z+c:a+b+2\/£ sau \/23+r\/_:——2—. Numaérul

Atunci \/_ =

(Vi VB) #(Va - +b)

2 — —
iy este rational, deci (\/a_b +rde )e Q. Aplicand rezultatul problemei

precedente, rezultd Jee Q. Din enunt, (\/Z ++/b++c ) € Q, deci (\/E ++/b )e Q.

Obtinem ca JaeQsi Jbe Q.

b) 0,B,y>0. ava+Bb+ye = (\/ o’a ++B’h + \/yzc)e Q. Aplicand a), obtinem

Jalae Q, PheQ, Jy’'ceQ sau aaeQ, pVbe Q, yce Q. Cum o,B,yeQ,

deducem Vae Q, Ve Q, Jee Q.

5. Fie a,b,ce Q, si a,p,ye Q astfel incat numerele \/E,\/Z,\/E,\g,\ﬁ,\ﬁ sunt
c \a

irationale. Atunci (a\/g + B\/E + y\/_c- ) € Q daca si numai dacd a=B=y=0.

Solutie: Evident, dacd o =p =y =0, atunci aa +B\/E + y\/_ =0e Q.
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Fie acum a\/;+[3\/3+y\/_:re Q. Obtinem succesiv: r—y\/_:oc\/;+ﬁ\/3@
<:>(r—y\/g)2:(a\/;+[3\/g)z<:>r2—2ry\/;+yzc:u2a+[32b+2aﬁx/%<:$

2 22 o 0D
C)FY\/E+GB\/%=F +yczaa Bbe(@.

Daca (ry\/z +aB\/E ) #0, atunci am obtine Jee Q, Jabe Q, 1n contradictie cu

enuntul. Rezulta ry\/z +aB\/E)_ =0, deci ry\/_ =—aB\/E.
Din ava +Bvb +yve =r = ravfa + b + Ve =1 =
= ra a+rB\/E—aB\/E=r2@(r—a\/g)(r—ﬁx/l;)=0.

Deci r=ava sau r=P+/b , adica Bv/b +yv/c =0 sau av/a +y/c =0. (%)

o a e
Daca 3 # 0, atunci \ﬁ = —%e Q sau \/E = —Ee Q, in contradictie cu enuntul.
¢ a

Rezulta B = 0 si apoi din (*) a=B=y=0.

6. Fie x,y,z numere strict pozitive cu proprietatea ci x-y, y-z si z-x sunt numere
rationale.

a) Aratati ci (x* + )’ + 7)e Q.

b) Aratati cd, daci (x3 +y' +7 ) € Q, atunci x,y,ze Q.

Solutie: a) x-ye Q", y-ze Q*:ﬂzfe Q. Atunci [x~z-£):x2€(@.
P g z

yzeQ, zxe Q=L E-Y, Q. Atunci (x-y-lj:yze(@.
A x

La fel, obtinem z*> e Q, deci (x2 +y*+2° )e Q.
b) Deoarece x,y,z>0 si x*,)°,z€ Q, rezultd ci existi a,b,ce Q| astfel incat
x=+a, y=+b, z=+e. (x3+y3+z3)e(@:>(a a+b\/z+c\/z)eQ, atunci obti-
nem JaeQ, Vbe Q, Jee Q, deci x,y,2€ Q.

7. Pentru x si y numere naturale, definim numerele
32009 cx+ 72009 y ' 32009 v+ 72009 »
a= Y si b= . o
10 10

Aratati ca a este numar natural dac3 si numai daci b este numar natural.
Mihai Opincariu

Soluie: Pentru orice x,ye N” si ne N:(xz"“yz"+‘)5(x+y.) Atunci (3 +72°09)5(3+7) &

32009-(x+y)+72°°9-(y+x) (x+y)_(32009+72009)

<=>(32009+72009)510.a+b: m
10 10

Deoarece (32°°9+72°°°)EIO si (x+y)eN, obtinem (a+b)eN. Daci aeN, din
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(a+b)eN si a20 rezultd be N. Reciproc, dacd be N, din (a+b)eN sib =0
rezulti ae N. Cu aceasta problema este rezolvata.

8. Se considera multimile 4= {xe 7| [\/x —l} =X ; :

},Bz{erl[m]=X—;—2},

unde [a] reprezinti partea intreagd a numdrului a. Stabiliti valoarea de adevar a
propozitiei ,,min 4 > max B”.

Solutie: Conditia de existentd a radicalului vx—1 impune xe N,

Notim m:[ x—l], meN :>m=£;,de unde x=2m+5 (1).

Atunci m = [\/2m + 4] ,deci m<~+2m+4 <m+1. Ultima dubla inegalitate devine:

m:<2m+4<m’+2m+1. Din m* <2m+4 si 2m+4<m’ +2m+1 obtinem
m(m—2)<4 si m* 23 cusolutiile comune m=2, m=3.

Din (1) obtinem 4 = {9, 11}. Conditia de existentd a radicalului vx—4 impune
xe N*, x>4. Notim n:[ x—4], neN:n:x—;—z, de unde x=3n+2 (2).

Atunci n:[\/3n—2], deci n<3n-2<n+l=>n"<3n-2<n’+2n+1, deci
n(n-3)<-2 si n® —n+3>0. Obtinem n=1, n=2. Din (2) obtinem B = {5, 8}.

min 4 = min{9, 11}, iar max B = max{5, 8} = 8. Propozitia este adevarata.
9. Fie a si b numere reale strict pozitive, a#b, cu proprietatea ca numerele

a—~Ja-b si b—+/a-b suntrationale. Aratati cd numerele a si b sunt rationale.

3 . a—m_\[g'(\/;_\/;)_ Ja
Solutie: (a—m),(b—\/a_-Z)eQ bb—m_ﬁ-(\/g—\/;)_—-\/_ze

Fie %:re Q, r#1. Atunci Va=rb si b—a-b=b—a-Jb=b-r-b=b-(1-r).

Numirul 5—+/a-b este rational, deci b(1—r) este rational. Deoarece (1-r)e Q si
r#1, rezultd be Q. Din \/_:r~\[l; obtinem a=r’-b si, cum #, b e Q, rezultd
ae Q. In concluzie, dacd a,beR,, a#b si a—~a-b, b—+a-beQ, atunci a,be Q.

10. Fie xe R . Demonstrati ca, dacd numerele a=x"—x §i b= x> +1 sunt rationale,
atunci x este rational.
2

. 8 . . a o
Solutie: Daca x = 0, nu avem ce demonstra. Daca x # 0, atunci avem: — = (x2 - l) s

X
9 2
b =(x* +1)', adica b* —L-=4x* =4(b-1), de unde (b—2) == Daca b=2, nu
X x
2
avem ce demonstra. Daca b #2, x° = @%7 , de unde ‘x[ :. & 5 € Q siatunci xe Q.
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11. Pentru ne N, se considerd numaérul:

a, =\/\/m+\/;-(\/m+l—\/\/n_+_l—l).

a) Aflati partea intreagd si partea fractionara a numérului a,.

b) Calculati

\/\/;m—ﬁ'(\/\/;?%+l+\/M—l)'

Solutie: a) \/\/n+a +1 >\/x/n+1 —lideet g, =i0.
a =(x/n+l+\/;)-[\/n+1+1—2\/\/n+1+1 -\/Tln+1—1+\/n+1—1}:

=(Vn+1++n) (2¥n+1-20n+1-1)=2:(Vn+1+n)(Nn+1-n) =
=2:(n+1-n)=2. Cum a,>0=>a, =~2=1+(v2-1), [a,]=1 i {a,} =+2-1.
b) Fie bn=\/m—\/2.(\/7ﬁ+1+\/\/m—1),iar b, >0,
bj:(\/nT—\/Z).(mﬂu Jn+l+1- m_1+m_1)=

=(Jﬁ—&)-(2\/ﬁ+zﬁ)=

12. Aflati numarul perechilor de fractii zecimale (a,b' cud ) , care verifica egalitatea

AP
F —
Solutie: Egalitatea se transformd succesiv: 3\/ \/a_,; = 3\/ \/c,:d = \/ \/Z_b i s \/ 6,8 &

\/E = 2«Jesd @E=l6-a_d. Facem observatia ca a,b,c,de{0,1,2,...,9} si
0,1<a,6<9,9=0,1<16-¢,d <9,9:16, 0,1<¢,d <0,6 = c,d € {0,1;0,2;...;0,6}.

=1.

Sunt sase perechi de fractii (ﬂ; c,_d) care verificd egalitatea din enunt:

(1,6; 0,1), (3,2; 0,2), (4,8; 0,3); (6,4; 0,4), (8,0; 0,5), (9,6; 0,6).
13. Se considerd numerele reale x si y, care verificd egalitatea L e KPS b
Arataticd 3-x<2-y.

Solutie: Egalitatea se mai scrie: 3 -(3” e —7):3-74. Deoarece (3“ I —7) /3, iar
39:3, rezulta 31 =3 si M -7=74 o [x]=1 si "M =81 [x]=1 si [y]+1=
=4 xe[L,2) si ye[3,4). Atunci 3-x€[3,6) si 2- ye[6,8).

Evident, 3-x<2-y.
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14. a) Aflati numarul rational a, pentru care a-(a+2)'\/5+\/5 este numdrul
rational.

b) Aflati numarul rational b pentru care 2\)/53 b’ - 18v2 b+ 24f -b—+/384 este

BT

numar rational.
Solutie: a) a~(a+2)-\/§+\/§zx/z-[a(a+2)+1]:ﬁ-(a+l)2.Numérul J2 este
irational, iar a+1 si (a+ 1)2 sunt numere rationale. Cerinta problemei este indeplinita

pentru (a+1)2 =0, deci a=-1.

243 182 243
b b — b b—/384 =/6 - b* —6:/6b* +12/6b—8/6 =
L esh 5 il b U s

=6 (b —60* +126—8) =6 (b-2)’.

Numirul /6 este irational, iar b—2 si (b—2)3 sunt numere rationale. Cerinta

problemei este indeplinitd pentru (b — 2)’ =0, deci b=2.

; 2n++n* -1
15. Pentru numarul natural nenul #n, definim E (n) e "

S Jntl+dn—1

a) Aritati cd E(n)e R\Q, Vrne N'.
b) Calculati partea intreaga pentru S =E(1)+ E(2)+...+ £(24).
Solutie:

a) £( )_n+1+ (rz+1)(n—1)+n—1_(\/m)z+\/(n+1)(n—1)+(\/n_1)2
VT et B S|
(e == 1) { (1) D=0 + (1) | (o) (1)

(Va1 o1 (a1 =) 2

Diferenta dintre doui pitrate perfecte consecutive nenule este un numdr natural impar.

Intr-adevar, (k+ 1)2 —k*>=2k+123, Vke N, si este impar. Atunci numerele n+1 si

n—1 sunt naturale, dar nu sunt simultan patrate perfecte, pentru ca diferenta lor este 2.
A 3 3
In aceste conditii, (\/n + 1) si ( n— 1) nu pot fi simultan rationale. Rezultd cd E(n)

este un numdr irational.

b)Sz(ﬁf () (B ) () -0 () () )
_(@)3+(m)3_(ﬁ)3 :124+48\/€:62+24\/&
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246 = /5766 =~/3456 si 58 =+/3364 <+/3456 <+/3481 =59.

Rezultd 62 +58 <62 +24/6 < 62+59 <120 < 62+ 24/6 <121 si [S]=120.
16. Fie A ={ae Rla=a,V3+a,(\3) +otay, (VB) saef-Li}i :1,2007}.

a) Determinati numarul de elemente rationale din multimea 4.
b) Determinati numarul elementelor multimii A. Justificati rdspunsul dat.
Solutie:

a) a=(3-a, +...+3" ay ) +(a, +3-a, +.. 43" a4y, ) VB3, a,e{-1, 1}, i=1,2007.
Presupunem, prin reducere la absurd, ca a este numar rational. Atunci:

(a+3a +..43 ay, ) A3 este numdr rational, deci @ +3-a, +..+3"°" -a,,, =0.
Obtinem a, =—3-a, —...—3'"" -a,,,, adicd g, este multiplu al lui 3, fals. Rezultd ca
ae R—Q, deci multimea 4 nu contine numere rationale.

b) card4 <2*”. Presupunem, prin reducere la absurd, ca existd doud elemente egale
in multimea 4; a=b=(a,+3-a,+..+3'" - 2007) Bt [Bag .0t 37 Bz | =
=(B+3b, 4. 43" by, ) B +(35, .43 by ).

Deoarece +/3€ R — Q, avem relatiile:

a+3-a,+.+3" a,, =b+3-b,+..+3" by, (1) si
3-a,+..+3% a, =3-b,+..+3°% - by,
Din (1) obtinem a,—b =-3-a,—..=3'""-a,, +3-b,+..+3""-b,,, deci a -

este multiplu de 3. Deoarece a,,b € {-1, 1}, avem a, —b €{-2,0,2} =4, -b =0 =

2007

= a; = b;. Analog se obtine a; = b; etc.
Un rationament similar pentru a doua egalitate conduce la a, = b, as = b, etc.

In concluzie, nu existd doua alegeri diferite ale numerelor g, € {—1,1}, i :I,ZT(W,
astfel ca a,\/3+a, (\/g )2 +oF Ay (\[3— )2007 si ia aceeasi valoare. Atunci card4 = 2.
17. Determinati toate perechile (p,q) de numere prime care verifica relatia:

p’+q° +1553<2(23p +32¢)+13.
Solufie: p* +q° +1553<2(23p+32q)+13© p’ —46p+¢° —64g+1540<0
o (p-23) +(g-32)" <13.
Dar (p—23) <(p-23) +(g-32) <13=(p-23)°<13=/(p-23)" <V13 =
= -J13<p-23<V13=23-13< p<23+4/13.
Dar p este prim si 19<23—x/i§£p£23+x/§<27—_—>19<p<27 si p este prim =
= p=23=(g-32)"<13=>-135¢-325 V133213 <¢g<32+/13.
28<32-13 ¢ <32+/13 <36 = g {2931} = ( p,q) € {(23:29);(23;31)}.
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B. PROBLEME DE CREATIVITATE

1. Numerele a, b, ¢ sunt rationale pozitive si Ja +b =c. Aritati ca Ja si Jb sunt
numere rationale.

Solutie: Din JE+JE=C:>(JE—JZ)(JZ+JZ)=C-(JZ—JZ)@
& a-b=c-(Va~b), deci Va—b =22, Ja+b+Ja—b=
Z-JE:M sau \/5=a—_§;cze Q.

sh+dd  e-darh
\/—b_=c—\/5=c—a = e Q.
2¢ 2¢ Q

1 1 1

1
2. Demonstrati ca: + + + =i
SRR T AT RN T R N

Solutie: Fie a= . + : + L + 2 si
1442 B+V4 S+d6 JT+48
1 1 1 1
TN N Y AN N SN o
T 3-2 V98
\/§+\/§).

(v2- Q(2+Q (V3- J}(3+J—) (9 V8
a+b=(v2 1)+ (v ~2)+(VE=B)+ (35 ~VA)+ (V6 ~V5) + (V7 - 6) +
+H(VB—7)+(45 - B) =B -1=2.

1 1 1

Avem a+b=2, a,b>0 sia> b, deoarece : > : > ;
i ’ 1442 V24437 Bda T Va5
1 o T 1 1 2 5ot a+b >
\/§+\/6>\/_6_+ﬁ, \/7+\/§>\/§+\/§. unc1a>T— ;
3. Determinati numerele irationale x astfel incat numerele x”+2x si x’—6x si fie
rationale.
Solufie: x’° —6x=x(x2 +2x)—2()c2 +2x)—2x. Notim x’—6x=m, x’+2x=n si

obtinem m=(n—2)x—2n. Cum m,ne Q, rezultd ca egalitatea este posibila doar

daci n-2=0eon=2ox*+2x=2x +2x+1=3 <:>(x+1)2 =3e x+1=+3 sau
x+1=—\/§:>xe{\/§—1;—x/§—l}.

JU9+a+JH9—a

119—-a 119+a

JH9+a_JH9—a

119—-a 119+a
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4. Stabiliti dac3 existd numerele intregi a, pentru care numarul

este intreg.



